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Classical	
  branching	
  processes	
  -­‐	
  
delighBul	
  mathemaCcs.	
  But	
  	
  as	
  	
  

populaCon	
  biology?	
  

1.  No	
  sex	
  –	
  	
  (In	
  branching	
  processes)	
  a	
  woman	
  
needs	
  a	
  man	
  like	
  a	
  fish	
  needs	
  a	
  bicycle	
  (Irina	
  
Dunn,	
  Australian	
  Parliament	
  	
  Senator).	
  

2.  No	
  limitaCons,	
  no	
  compeCCon;	
  exCncCon	
  or	
  
exponenCal	
  growth	
  for	
  ever!	
  	
  

(1)	
  –	
  Our	
  hosts’	
  showpiece,	
  but	
  liUle	
  for	
  general	
  
processes	
  in	
  conCnuous	
  Cme.	
  (2)	
  –	
  AUempts	
  from	
  
us	
  and	
  others:	
  populaCon	
  size	
  dependence.	
  	
  	
  



First:	
  (2)	
  PopulaCon	
  size-­‐	
  and	
  age-­‐
dependent	
  processes	
  	
  

•  Birth	
  during	
  life,	
  and/or	
  split	
  at	
  death,	
  aYer	
  a	
  life	
  
span	
  with	
  an	
  arbitrary	
  distribuCon,	
  all	
  dependent	
  
upon	
  individual	
  age	
  and	
  populaCon	
  size:	
  

•  	
  The	
  birth	
  intensity	
  of	
  an	
  a-­‐aged	
  individual	
  in	
  a	
  
populaCon	
  of	
  size	
  z	
  is	
  bz(a)	
  and	
  the	
  death	
  rate	
  
similarly	
  hz(a).	
  	
  

•  At	
  death	
  children	
  may	
  also	
  be	
  produced.	
  	
  The	
  
distribuCon	
  of	
  their	
  number	
  	
  {pz(a)k;	
  k=0,1,2,3,	
  ..}	
  
may	
  depend	
  on	
  mother’s	
  age	
  a	
  at	
  death	
  and	
  on	
  
the	
  age	
  and	
  on	
  the	
  size	
  z	
  then.	
  

•  Denote	
  the	
  populaCon	
  size	
  at	
  t	
  by	
  Zt,	
  and	
  the	
  
whole	
  vector	
  of	
  ages	
  by	
  At,	
  so	
  that	
  Zt	
  =|At|.	
  



PopulaCon	
  Feedback	
  Loop:	
  Individual	
  
reproducCon	
  -­‐>	
  populaCon	
  change	
  	
  -­‐>	
  
environment	
  -­‐>	
  individual	
  reproducCon.	
  

	
  
•  Some	
  (most?)	
  populaCons	
  exhaust	
  their	
  
environment,	
  and	
  can’t	
  persist.	
  But	
  what	
  about	
  
those	
  who	
  don’t	
  and	
  live	
  sustainably?	
  

•  SCll	
  their	
  habitat	
  has	
  a	
  Carrying	
  Capacity	
  K:	
  small	
  
populaCons	
  are	
  supercriCcal	
  but	
  reproducCon	
  
turns	
  subcriCcal	
  whenever	
  populaCon	
  size	
  Zt	
  >	
  K.	
  
Sustainability	
  means	
  that	
  K	
  is	
  not	
  eroded	
  but	
  
remains	
  constant.	
  



What	
  about	
  such	
  populaCons,	
  starCng	
  
from	
  a	
  liUle	
  Z0	
  (think:	
  1)?	
  

•  ExCncCon	
  or	
  invasion?	
  
•  Growth	
  phase	
  up	
  to	
  around	
  K	
  –	
  exponenCal?	
  
•  Persistence	
  for	
  ever?	
  –	
  No	
  way.	
  
•  The	
  duraCon	
  of	
  the	
  plateau	
  phase,	
  in	
  between	
  
the	
  growth	
  stage	
  and	
  that	
  of	
  decline	
  into	
  
ulCmate	
  exCncCon	
  for	
  K	
  large	
  –	
  more	
  difficult.	
  

•  The	
  behaviour	
  during	
  the	
  Cme	
  around	
  K	
  –	
  
stabilising	
  age	
  distribuCons,	
  as	
  K	
  →	
  1	
  ?	
  

•  ExCncCon	
  phase	
  –	
  what	
  do	
  the	
  path	
  and	
  Cme	
  to	
  
ulCmate	
  exCncCon	
  look	
  like?	
  



The	
  iniCal	
  stage:	
  ExCncCon	
  or	
  Invasion	
  	
  

•  One	
  basic	
  assumpCon,	
  monotonicity	
  in	
  viability:	
  if	
  
{Yt}	
  is	
  a	
  not	
  populaCon	
  size	
  dependent	
  process	
  
with	
  	
  parameters	
  frozen	
  at	
  	
  z	
  · Zu	
  ,	
  u	
  · t	
  ,	
  and	
  
Z0=Y0,	
  	
  then	
  Yt	
  ¸	
  Zt	
  in	
  distribuCon.	
  The	
  converse	
  
holds,	
  if	
  z	
  ¸	
  Zu.	
  And	
  a	
  simple	
  remark:	
  

•  If	
  Ta	
  =	
  inf	
  {	
  t;	
  	
  Zt	
  ¸	
  aK},	
  then	
  	
  	
  	
  Zt¸	
  Yt	
  	
  on	
  {Ta	
  ¸	
  t},	
  
where	
  {Yt}	
  	
  is	
  the	
  process	
  with	
  parameters	
  frozen	
  
at	
  aK	
  and	
  Y0	
  =	
  Z0	
  =z	
  <	
  aK.	
  	
  

•  Write	
  T	
  =	
  Cme	
  to	
  exCncCon.	
  
•  PK(early	
  exCncCon)	
  =	
  P(T<Ta)	
  =	
  P(sup	
  Zt	
  <	
  aK)	
  ·	
  
P(sup	
  Yt	
  <	
  aK)	
  =	
  P(Yt→	
  0)	
  =	
  q(aK)z,	
  if	
  q(y)	
  denotes	
  
the	
  classical	
  exCncCon	
  probability	
  of	
  the	
  process	
  
with	
  parameters	
  	
  frozen	
  at	
  populaCon	
  size	
  y.	
  	
  

	
  



But	
  can’t	
  we	
  do	
  beUer?	
  
•  Using	
  ideas	
  from	
  epidemic	
  processes	
  (Ball,	
  
Barbour,	
  cf.	
  the	
  next	
  talk!)	
  we	
  can	
  couple	
  the	
  
populaCon-­‐size-­‐dependent	
  process	
  to	
  an	
  
ordinary	
  branching	
  process,	
  starCng	
  the	
  same	
  
and	
  with	
  the	
  parameters	
  frozen,	
  as	
  long	
  as	
  Zt	
  =	
  
o(\sqrt{K})	
  (=	
  O(K2/3)?).	
  

•  Argument:	
  keep	
  the	
  successive	
  birth	
  points	
  of	
  the	
  
branching	
  process	
  with	
  probabiliCes	
  =	
  raCos	
  of	
  
the	
  relevant	
  birth	
  intensiCes.	
  Regard	
  life	
  spans	
  as	
  
marks	
  of	
  the	
  points,	
  converging	
  as	
  K→1.	
  

•  Hence,	
  q(aK)z	
  ¸	
  PK(early	
  exCncCon|Z0=z)	
  → q(z)z.	
  
•  Hope:	
  the	
  first	
  step	
  of	
  	
  a	
  unified	
  descripCon	
  of	
  
the	
  whole	
  populaCon	
  life	
  cycle.	
  



Keep	
  a	
  birth	
  at	
  Cme	
  t	
  with	
  probability	
  	
  
bKz(t)(atmother)/bKz(0)(atmother).	
  Take	
  the	
  infimum	
  
°(xK,K)	
  over	
  ages	
  and	
  study	
  
°(xK,K)z(¿(K)),	
  where	
  x(t)K=z(t),	
  and	
  ¿(K)	
  is	
  
a	
  Cme	
  point	
  chosen	
  so	
  that	
  this	
  →	
  1,	
  as	
  
K→1.	
  



Growth	
  

•  If	
  a	
  branching	
  process	
  does	
  not	
  die	
  out,	
  it	
  
grows	
  exponenCally:	
  

•  Hence,	
  aK¼	
  ZTa¸	
  YTa	
  ¼	
  We®(aK)T(a),	
  W	
  a	
  non-­‐
negaCve	
  r.v.	
  with	
  E[W]	
  =	
  z,	
  ®(aK)	
  is	
  the	
  
Malthusian	
  parameter	
  of	
  the	
  {Yt}-­‐process	
  and	
  
T(a)=Ta	
  <	
  1.	
  

•  In	
  other	
  words,	
  Ta	
  =	
  O(log	
  K),	
  if	
  it	
  is	
  finite.	
  



The	
  (Quasi-­‐)StaConary	
  Phase	
  

•  Once	
  in	
  the	
  vicinity	
  of	
  K,	
  populaCon	
  size	
  should	
  linger	
  
there	
  for	
  a	
  Cme	
  that	
  is	
  exponenCal	
  in	
  K,	
  as	
  K→1	
  ,	
  by	
  
large	
  deviaCon	
  theory.	
  	
  

•  Under	
  technical	
  assumpCons	
  we	
  proved:	
  	
  
•  Assume	
  Z0/K	
  →	
  1	
  in	
  probability,	
  as	
  K→1.	
  Then	
  Zt/K	
  ! 
1,	
  uniformly	
  in	
  probability	
  on	
  any	
  bounded	
  t-­‐interval,	
  
as	
  K! 1.	
  	
  

•  Assume	
  Z0/K	
  =1.	
  Write	
  ¿K	
  =	
  inf{t;	
  |Zt/K-­‐1|>²}.	
  Then,	
  for	
  
some	
  C,	
  c	
  >0,	
  E[¿K]	
  >	
  CecK,	
  	
  FK	
  &	
  PJ	
  in	
  JAP	
  2011.	
  
Stronger	
  results	
  for	
  some	
  discrete	
  Cme,	
  binary	
  splitng	
  
processes	
  (Klebaner,	
  Sagitov,	
  VatuCn,	
  Haccou,	
  and	
  PJ.) 



What	
  happens	
  during	
  the	
  pseudo-­‐
stable	
  stage?	
  

•  Assume	
  hK,	
  bK,	
  mK	
  all	
  bounded	
  and	
  Lipschitz,	
  in	
  
the	
  sense	
  that	
  	
  

•  |hzK(a)-­‐hyK(a)|	
  ·	
  	
  C|z-­‐y|/K	
  ,	
  
•  and	
  that	
  the	
  iniCal	
  age	
  distribuCon	
  A0

K/K	
  has	
  
bounded	
  total	
  mass	
  and	
  converges	
  weakly	
  to	
  
some	
  A0

1,	
  as	
  K→1.	
  Then,	
  
•  The	
  age	
  distribuCon	
  process	
  {At

K/K;	
  t	
  ¸	
  0}	
  	
  is	
  Cght	
  
and	
  converges	
  weakly,	
  as	
  K→1,	
  	
  in	
  Skorohod	
  
space	
  D(R+,M(R+)),	
  to	
  a	
  non-­‐random	
  limit,	
  
describable	
  by	
  the	
  classical	
  McKendrick-­‐von	
  
Foerster	
  equaCon	
  for	
  its	
  density,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

•  (∂t+∂u)a(t,u)	
  =	
  -­‐a(t,u)hZ(t)	
  .	
  
•  What	
  about	
  the	
  type	
  distribuCon?	
  



The	
  Time	
  of	
  Descent	
  
•  Thus,	
  	
  finally	
  any	
  band	
  around	
  K	
  will	
  be	
  leY,	
  never	
  to	
  
be	
  returned	
  to.	
  

•  So,	
  how	
  long,	
  Td,	
  does	
  it	
  take	
  from	
  then	
  unCl	
  
exCncCon?	
  

•  For	
  classical,	
  general	
  subcriCcal	
  branching	
  processes	
  
starCng	
  from	
  aK,	
  the	
  Cme	
  to	
  exCncCon	
  is	
  O(log	
  K)	
  
(PJ,	
  Klebaner,	
  and	
  Sagitov:	
  On	
  the	
  Path	
  to	
  ExCncCon,	
  
PNAS,	
  2007).	
  

•  By	
  a	
  comparison	
  argument	
  the	
  corresponding	
  is	
  true	
  
here:	
  E[Td|no	
  return	
  to	
  bK,	
  b<1]	
  =	
  O(log	
  K),	
  if	
  start	
  
from	
  aK,	
  0<a<b.	
  (	
  J.	
  Math.	
  Biol.	
  2016)	
  



General	
  Branching	
  with	
  Structure	
  
Dependence	
  

•  It’s	
  now	
  merely	
  a	
  maUer	
  of	
  notaCon	
  to	
  generalise,	
  
having	
  individual	
  life	
  dependent	
  not	
  only	
  on	
  
populaCon	
  size	
  and	
  but	
  also	
  upon	
  composiCon:	
  	
  

•  If	
  the	
  age	
  	
  structure	
  is	
  A=(a1,	
  	
  a2,	
  	
  ...,	
  az	
  ),	
  the	
  birth	
  
rate	
  of	
  an	
  a-­‐aged	
  individual	
  is	
  bA(a)	
  and	
  the	
  death	
  
rate	
  similarly	
  hA(a).	
  	
  

•  At	
  death	
  children	
  may	
  also	
  be	
  produced.	
  	
  The	
  
distribuCon	
  {pA(a)}	
  may	
  depend	
  on	
  mother’s	
  age	
  a	
  
at	
  death	
  and	
  on	
  the	
  age	
  configuraCon	
  A	
  then.	
  



	
  
But	
  what	
  is	
  criCcality	
  in	
  an	
  age-­‐	
  

structured	
  populaCon?	
  	
  
	
  
	
  

•  (Super/sub)criCcal,	
  as	
  Zt	
  	
  (</>)=K.	
  Frozenly?	
  
Independently	
  of	
  ages?	
  

•  Introduce	
  a	
  criCcality	
  funcCon:	
  
	
  ÂA	
  =	
  bA	
  +	
  hA(mA-­‐1),	
  
And	
  	
  the	
  generaCng	
  funcCon	
  ÁAof	
  the	
  number	
  of	
  
children	
  at	
  splitng.	
  To	
  prove	
  exponenCal	
  holding	
  
Cme	
  we	
  used:	
  
– Births	
  during	
  mother’s	
  life	
  occure	
  one	
  by	
  one.	
  
– |ÂA	
  |·	
  C||A|/K	
  –	
  1|	
  (Lipschitz	
  at	
  K)	
  and	
  
–  (e1/K-­‐1)bz	
  +	
  (Áz	
  (1/K)	
  e-­‐1/K-­‐1)hz	
  ·	
  0	
  for	
  z	
  >	
  CK	
  
(subcriCcality	
  at	
  overcrowding)	
  



Strict	
  criCcality	
  

•  The	
  Lipschitz	
  condiCon	
  implies	
  strict	
  criCcality,	
  
•  	
  ÂA	
  =	
  0,	
  if	
  |A|=K.	
  OK	
  for	
  Bellman-­‐Harris	
  and	
  
b.a.d.	
  processes.	
  But	
  not	
  in	
  general,	
  where	
  
child	
  bearing	
  and	
  death	
  occurs	
  at	
  different	
  
ages.	
  

•  Maybe	
  we	
  can	
  try	
  	
  Lipschitz	
  in	
  composiCon,	
  	
  	
  	
  
|(ÂA	
  ,A)/K|·	
  C||A|/K	
  –	
  1|	
  ,	
  for	
  	
  A/K	
  →	
  A1?	
  

•  (f,A)	
  =	
  s	
  fdA.	
  



High	
  Cme	
  for	
  sex!	
  

•  At	
  the	
  cost	
  of	
  more	
  burdensome	
  notaCon,	
  the	
  
preceding	
  formulaCon	
  extends	
  to	
  age-­‐	
  and	
  type-­‐
structure	
  dependent	
  reproducCon,	
  ,	
  S=(a1,	
  	
  t1	
  ,	
  a2,	
  
t2	
  ...,	
  az	
  tz),	
  the	
  s-­‐birth	
  rate	
  of	
  a	
  t-­‐type	
  a-­‐aged	
  
individual	
  is	
  bSs(a,t)	
  and	
  death	
  rate	
  and	
  splitng	
  
probabiliCes	
  similarly.	
  

•  We	
  have	
  a	
  look	
  at	
  two-­‐sex	
  populaCons:	
  ti	
  =	
  ♀or	
  
♂,	
  a	
  new-­‐born	
  being	
  female	
  with,	
  say,	
  
probability	
  1/2,	
  independently	
  of	
  everything	
  else.	
  	
  



Recall:	
  General	
  processes	
  are	
  (and	
  
are	
  not)	
  Markov!	
  

•  If	
  the	
  process	
  is	
  single	
  type,	
  it	
  is	
  Markovian	
  in	
  the	
  age	
  and	
  
structure,	
  At	
  	
  the	
  array	
  of	
  ages	
  at	
  t,	
  Zt	
  =(1,At),	
  	
  	
  	
  A=(a1,	
  tt,	
  ...az	
  ,tz)	
  –	
  
and	
  correspondingly,	
  but	
  more	
  burdensome,	
  in	
  the	
  mulC-­‐type	
  
case:	
  

•  LAf	
  =	
  f’	
  –hAf+f(0)(bA+hAmA)	
  
–  f’(a)	
  reflects	
  linear	
  growth	
  in	
  age.	
  
–  hz(a)	
  the	
  risk	
  of	
  disappearing,	
  
–  bz(a)	
  the	
  birth	
  intensity,	
  resulCng	
  on	
  a	
  	
  0-­‐aged	
  individual,	
  and	
  
–  hz(a)mz(a)	
  is	
  the	
  splitng	
  intensity.	
  

•  Dynkin’s	
  formula:	
  	
  For	
  f2	
  C1,	
  	
  	
  	
  
•  (f,	
  At)	
  =	
  (f,A0)	
  +	
  s0t	
  (LA(s)f,	
  As)ds	
  +	
  Mf

t,	
  where	
  A(s)=	
  Zs	
  and	
  Mf
t	
  is	
  a	
  

local	
  square	
  integrable	
  marCngale.	
  
•  In	
  parCcular,	
  	
  
•  Zt	
  =(1,	
  At)	
  =	
  Z0	
  +	
  s0t	
  (bA(s)	
  +	
  hA(s)(mA(s)	
  –1),	
  As)ds	
  +	
  Mf

t.	
  =	
  
•  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  Z0	
  +	
  s0t	
  (ÂA(s)	
  ,	
  As)ds	
  +	
  Mf

t,	
  a	
  marCngale	
  where	
  (ÂA(t)	
  ,	
  At)=0,	
  
explaining	
  the	
  role	
  of	
  criCcality	
  or	
  Lipschitz	
  in	
  composiCon.	
  

	
  



In	
  the	
  two-­‐sex	
  case:	
  
•  f:	
  {♀,	
  ♂}£	
  R+	
  !	
  R+	
  with	
  f	
  boundedly	
  differenCable	
  in	
  
the	
  second	
  argument	
  yields	
  the	
  f-­‐measured	
  populaCon	
  
process	
  (f,St)	
  with	
  the	
  rate	
  of	
  change	
  

•  LSf	
  =	
  f’	
  –hSf	
  +bS(f(♀,0)+f(♂,0))/2	
  ,	
  where	
  bS(♂,·)=0,	
  
and	
  there	
  is	
  no	
  birth	
  by	
  splitng.	
  Dynkin’s	
  formula:	
  

•  (f,St)	
  =	
  (f,S0)	
  +	
  +	
  s0t	
  (LS(u)f,	
  SU)ds	
  +	
  Mf
t,	
  where	
  S(u)=	
  Su	
  

and	
  Mf
t	
  is	
  a	
  local	
  square	
  integrable	
  marCngale.	
  

•  In	
  this,	
  f=1,	
  ±♀,	
  or	
  ±♂	
  yields	
  	
  the	
  total	
  populaCon	
  size	
  Zt,	
  
the	
  number	
  of	
  females	
  Xt	
  or	
  males,	
  Yt,	
  and	
  the	
  birth	
  
rate	
  of	
  females	
  should	
  be	
  dependent	
  upon	
  the	
  
availability	
  of	
  males.	
  

•  Many	
  quesCons	
  to	
  answer,	
  for	
  Extremadurians	
  and	
  the	
  
rest	
  of	
  us!	
  



Summary	
  
•  A	
  populaCon	
  in	
  a	
  habitat	
  that	
  can	
  carry	
  a	
  (not	
  very)	
  large	
  

number	
  of	
  individuals	
  K,	
  and	
  where	
  parameters	
  stabilise	
  as	
  
K→1,	
  

•  dies	
  out	
  iniCally	
  with	
  a	
  branching	
  process	
  determined	
  
probability,	
  	
  	
  

•  or	
  else,	
  	
  grows	
  to	
  around	
  K	
  in	
  Cme	
  log	
  K,	
  
•  lingers	
  there	
  for	
  a	
  Cme	
  O(ecK))	
  generaCons,	
  	
  which	
  for	
  K	
  >	
  

10.000	
  and	
  higher	
  organism	
  generaCon	
  Cmes	
  is	
  pracCcally	
  
infinite.	
  	
  In	
  the	
  meanCme,	
  	
  its	
  age	
  and	
  type	
  (!)	
  distribuCon	
  
stabilises.	
  

•  and	
  then	
  it	
  dies	
  out	
  in	
  Cme	
  log	
  K.	
  
•  Maybe,	
  by	
  this	
  formulaCon,	
  we	
  can	
  approach	
  two-­‐sex	
  

reproducCon	
  in	
  conCnuous	
  Cme	
  and	
  age-­‐structured	
  
populaCons,	
  avoiding	
  the	
  difficult	
  quesCons	
  of	
  couple	
  
formaCon.	
  


